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F7 forts. Kap 6

* Lite repetition + lite utveckling av
— Stokastisk variabel
— Diskreta och kontinuerliga sv
— Frekvensfunktion (diskr.),
Téthetsfunktion (kont.)
Férdelningsfunktion (diskr. + kont.)
* Sedan
— Viintevdrden och varianser

— Simultana férdelningar (tva sv)

Stokastiska variabler

Experiment definierade genom ett
utfallsrum Q, bestaende av mojliga
handelser A, A,, As, ...

Varje mdjlig handelse tilldelas en
sannolikhet P(A;) som hade vissa
egenskaper (axiomen!).

Nu koncentrerar vi oss pa
experi-ment och utfall som kan
uttryckas som, eller 6versattas till,
reella tal.

Stokastiska variabler

Ex) Antalet mdss som insjuknar
efter exponering av ngt
smittoamne.

Ex) Kroppslangden hos en
slumpmassigt utvald person
boende i Sverige.

Ex) Hur gor vi med experimentet
"regnar" / "regnar inte"?
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Stokastiska variabler

En stokastisk variabel X antar ett
siffervarde slumpmassigt (X = x).
Mojliga varden pa x bestams av
utfallsrummet

Sannolikhetsmodellen for X kan
beskrivas enkelt enligt:

* Utfallsrum Q, : X= ...

¢ Sannolikheter for alla
delmangder Aav Q, :

P(X = x), P(X < x), P(X # 2)osv.

Funktionerna for en s.v.

Diskreta sv:

* Frekvensfunktionen: f(x) = P(X=x)

* Fordelningsfunktion: F(x) =P(X < x)
— Bdada ger sannolikheter

Fx) = £k

Kontinuerliga sv:

* Tathetsfunktionen:
— Inte en sannolikhet

* Fordelningsfunktion: F(x) = P(X < x)
— Ensannolikhet

fix) = "tithet”

F(x) = j F(t)dt

Diskret s.v.

fx) = P(X =x)

-1 0 1 2 3 4

F(x) = P(X < x)

Kontinuerlig s.v.

7)‘(1)() =P(X=x)
— / . flx)=6x—-6x"
o / N\ xe[01]
. / \
el / \
e/ \
L/ \
AN

F(x)=3x*—2x°

—u: _____7, x€[0,1]
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Poangen med funktionen

En stokastisk variabel definieras helt
genom utfallsrummet och frekvens- alt.
tathetsfuntion eller genom férdelnings-

funktionen.

Med dessa funktioner kan vi berdkna
alla de eftersdkta sannolikheterna men
dven andra egenskaper for X.

Kommentar:
Man sager ofta ”X ar ...-fordelad” eller
"fordelningen &r ...” osv.
Med férdelning menas da modellen for X
vilket implicit inkluderar utfallsrummet.

Podngen med funktionen

Olika fordelningar (funktioner) anvands
for att beskriva olika situationer.

Léget eller medelvardet ar storre for X
anforY.

X kanske varierar mer an Yi sina
observationer, variansen ar storre.

Allt detta kan beraknas genom att vi
kdnner fordelningen.

Exempel 1

Tva olika s.v.
* fix)=2%e2/x!, Q,=0,1,2,3,..
* gly)=5e%/yl, Q,=0,1,23,..

Hur jamfor sig dessa fordelningar med
varann?

Kommer den ena typiskt vara storre an
andra eller hamnar observationerna
ungefar pa samma stalle?

Ar den ena mer eller mindre utspridd &n
den andra?

Vi behéver sammanfattande matt som
ger en bild av férdelningarna!

Exempel 2

Tva olika set med empiriska observationer

* Hur jamfér sig I A
dessa fordelnin- 32 38
gar med varann? 11 9

*Arden ena 45 19
typiskt vara 3; iz
.Etorre an andra? 101 16

* Ar den ena mer 48 39
eller mindre 64 2
utspridd an den 60 26
andra? 20 83

Vi behéver sammanfattande mdtt som
ger en bild av fordelningarna!
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Vantevarde 1

Antag att ett experiment med utfalls-
rum Q, ={0,1,...,C}, upprepas n ganger.

Det aritmetiska medelvardet kan da

skrivas som
C
X = Z(XMJ
x=0

n

déar n(x) ar antalet ganger det blev x.

Om n ar tillrackligt stort, sa kan vi
misstdnka att de relativa frekvenserna
n(x) /n kommer att stabilseras runt de
"sanna" sannolikheterna f(x).

Vantevarde 2

Lat X vara en diskret s.v. med utfallsrum
(X1, X5, vy Xi )

Vantevardet for en s.v. X betecknas med
E(X) och definieras

E(X)=ZX,-J‘(X,-)

For en kontinuerlig s.v. med utfallsrum
pa intervallet (a,b) definieras vantevar-
det
b
Ewhjvmm

a

Vantevadrde 3

Medelviirdet for ett observerat data-
material eller védntevdrdet for en
fordelning ger en indikation om var
observationerna kommer att hamna,
dvs. ldget.

Olika fordelningar har olika lagen se
t.ex. Figur 6.5.

Det finns dven alternativa ldigesmatt
inom statistiken sdésom median, vigda
medelvdrden, geometriska och
harmoniska medelvdirden, typviirde.

Varians 1

Nar vi upprepar experimentet ar obser-
vationerna oftast utspridda over flera
olika utfall. Variansen och standardav-
vikelsen dr matt pa hur stor spridningen
ar.

Olika fordelningar ar olika mycket
utspridda, se t.ex. Figur 6.6.

Det finns alternativa spridningsmdtt
inom statistiken sGsom kvartilavstand,
variationsvidd (max-min), Mean
Absolute Deviation (MAD).




2012-09-24

Varians 2

Ett satt att mata spridning ar att mata
avstandet till ett centralmatt, t.ex.
vantevardet och ta ett genomsnittligt
avstand (vagt mot sannolikheten):

Z(X,‘ -)_()f(xi)

Dessvarre blir den har summan alltid
noll och duger inte som matt (kan man
inse det?)

Men de kvadrerade avstanden ar alltid
> 0 och da blir summan alltid >0

Varians 3

Lat X vara en diskret s.v. med utfallsrum
(X1, X5, vy Xi )

Variansen for en s.v. X betecknas med
E(X) och definieras

K

vX)=Y"[x-EXF fix,)

i=1

For en kontinuerlig s.v. med utfallsrum
pa intervallet (a,b) definieras variansen

v(X) = [[x-ECOF f(x)dx

Q —

Transformationer

Ibland har man behov av att transfor-
mera en s.v. Vad hdnder med vante-
varde och varians om?

* allaloner far ett paslag pa 100 kr?

Vantevardet adderas med 100
(val?). Hur gor vi med variansen?

* genomsnittlig |6n i SEK omraknas till
EUR?
Vantevardet multipliceras med
valutakursen (val?). Hur gor vi med
variansen?

Rikneregler

Antag att ¢ ar konstant (ett tal som
aldrig dndras).

E(c)=c V(ic)=0
E(c+X) = c+ E(X) V(c+X) = V(x)
E(cX) = c-E(X) V(cX) = c2V(x)
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Varians 4

Alternativa men helt ekvivalenta satt att
rakna variansen ar

VIX)= 2 X flx) - E(X)’

resp.

V(X) = j X2 f (x)dx — E(X)?

Standardavvikelse och
engelskan
Standardavvikelse definieras sedan helt

enkelt som kvadratroten ur variansen,
dvs.

SD(X) =/V(X)

Engelska 6versattningar:

Vantevarde Expected value

Varians Variance

Standard avvikelse Standard deviation
Frekvensfunktion Frequency function
Sannolikhetsfunktion Probability (mass) function
Tathetsfunktion Density function
Fordelningsfunktion Distribution function

Ovning

Vi arrangerar ett lotteri.
Vi saljer 100 lotter for 2kr styck.
Endast en lott vinner, 100kr.

Fraga: Vad ar den forvantade
vinsten?

Definiera den diskreta s.v.:
X =vinst i lotteriet

Identifiera utfallsrummet:
Q,=1{-2, 98}

Ovning, forts.

Ange sannolikheterna:
f(-2) =99/100, f(98) = 1/100

Berdikna viintevdirdet:
E(X)=-2-99/100 + 98-1/100
=(-198+98)/100 = -1

Tolkning: | det langa loppet gar vi i
genomsnitt back en krona.

Variansen:

V(X) = (-2+1)2-99/100 + (98+1)2 1/100 =
99/100 + 992/100 = 99
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Ovning, forts.

Obs! Varje gang vi spelar sa
forvantas vi ga back 1 kr.

Spelar vi tusen ganger sa ar den
férvéntade totala vinsten vad da?

Total vinst efter n ganger: nX
E(nX)=n-E(X)=n-(-1)=-n

Variansen:
V(nX) = n?-V(X) = 99n?

Tva s.v.

Ibland (ganska ofta m.a.o) har man
behov av att studera tva eller flera s.v.
simultant.

Man samlar nastan alltid in mer
uppgifter an bara ett variabelvarde.

* Hur jamfor sig olika s.v. med
avseende pa lage och spridning?

* Finns det tecken pa att de
samvarierar?

* Kan det finnas samband mellan tva
stokastiska variabler?

Simultana fordelningar 1

Lat X och Y vara tva diskreta s.v.

Lat X beskrivas av f,(x) och Q, och
Yavf,(y) och Q,

Var och en uppfyller f,(x) resp. f,(y)
alla de krav vi staller pa frekvens-
alt. tathetsfunktioner.

Vi definierar sedan den simultana
frekvensfunktionen som

foXy) =PX=xnY=y)

Simultana fordelningar 2

Notera att vi anvénder index fér
att skilja funktionerna och utfalls-
rummen gt.

Den simultana férdelningsfunk-
tionen definieras pa motsvarande
satt:

Fy 6 y)=>">"f,(i,))

i<x j<y
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Simultana fordelningar 3

For den simultana frekvensfunk-
tionen och for den simultana
fordelningsfunktionen galler
samma regler som tidigare. Vilka?

1. fix,y) 20 for alla par (x,y)

(summera alla sannolikheter

2. ZX ny(X,y) = 1 i det gemensamma utfalls-

rummet Q, )

3. Sannolikheten for disjunkta
handelser adderas

Exempel

Antag foljande frekvensfunktion:

x\y 1 2 3
1 0,05 0,10 0,20
2 0,40 0,15 0,10

Berdkna

a) fxl2,2)

b) F xy(2r2) Och inget annat!
c) f2) /

d) P(X=2|Y=2) = P(X=2nY=2) / P(Y=2)
=0,15/0,25 = 3/5
a) Ar X och Y oberoende?

Repetitionsovning

Lat A och B var tva handelser i et
experiment.

1. Antag att A och B ar disjunkta
a) Ar A och B oberoende?
b) Vad ar P(A|B)?

2. AntagattAcBcQ
a) ArA och B oberoende?
b) Vilken &r storre, P(A|B) el. P(A)?
Tips! Rita ett Venndiagram

F8 forts. Kap 6

* Lite repetition + lite utveckling av
— Vdintevdrden och varianser

— Simultana férdelningar (tva sv)

* Sedan ...
— Marginalférdelningar
— Betingade férdelningar
— Betingade véintevdirden

— Kovarians, linjdrt samband
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A’e,oetif,b”
Vantevarde Exempel
Temperaturen i en bastu kan stallas in

med ett reglage med 5 lagen. Vilket lage
det blir kan ses som en slumpmassig

Lat X vara en diskret s.v. med utfallsrum
(X1, X5y cey Xi)

Vantevardet for en s.v. X betecknas med handelse som beror pa vilken person
E(X) och definieras som rakar stélla in den.
E(X):ix.f(x.) Sannolikhetsférdelningen for X =
e temperaturen har det visat sig kan

beskrivas av féljande tabla:
For en kontinuerlig s.v. med utfallsrum

pa intervallet (a,b) definieras vantevar- x| s0 60 70 80 90
det F(x)| 0,05 0,25 0,70 0,90 1,00
b 0,05 0,20 0,45 0,20 0,10

E(X):Ixf(x)dx 2,5 12,0 31,5 160 9,0

a

Berdkna vantevardet E(X): =71
'?epe”fl'o,,
Varians Exempel, forts.
Lat X vara en diskret s.v. med utfallsrum | bastuexemplet, berdkna variansen
(X1, X50 v Xp}- V(X) och standardavvikelsen SD(X)
Variansen for en s.v. X betecknas med x| 50 60 70 80 90
E(X) och definieras fix)| 0,05 0,20 0,45 0,20 0,10
K xEX)| 21 11 -1 9 19
. ~ 2
V(X)_;["f EQf flx) -EX)2| 441 121 1 81 361
[x-E(X)]3f(x) | 22,05 24,20 0,45 16,20 36,10
For en kontinuerlig s.v. med utfallsrum x2| 2500 3600 4900 6400 8100
pa intervallet (a,b) definieras variansen Xf(x)| 125 720 2205 1280 810
K
b vX) =[x -EX)F f(x,) =99
V(X) = [ [x-EQQF F(x)ax Z
a K
V(X)=D X f(x,)—E(X)* =5140 - 71
i=1
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Exempel, forts.

En amerikan &r intresserad av resulta-
ten men vill ha siffrorna i Fahrenheit.

Omrakning sker enligt formeln:
Y=2X+32

Vantevarde och varians i Fahrenheit:

E(Y)=E(ZX+32)=2E(X)+32=159,8

V(Y) =V(2 X +32) = (2F E(X) = 320,76

SD(Y) =+/V(Y) ~17,91

Repes Ttiop,

Simultana fordelningar

Lat X och Y vara tva diskreta s.v.

Vi definierar sedan den simultana
frekvensfunktionen som

fxy(xry):P(szn Y=y)

For kontinuerliga s.v. definieras pa
samma satt den simultana tdt-
hetsfunktionen for att berdakna
sannolikheter

P(XeANY eB)= j jfxy(x, y)dxdy

XxeA yeB

Exempel 1

* Xoch Y ar diskreta s.v. dar
fulxy) = x/40,
Q,=0,={1,2,3,4}
fil2,1) =2/40=1/20=0,05
fl2,3)=2/40=1/20=0,05
* Lat X och Y ar kontinuerliga s.v.
dar

fXY(X/y) = 6e-3x-2y’ X OCh y E (O’oo)

Utfallsrummet Q,,

Lat X och Y vara tva s.v. med en
simultan frekvensfunktion (alt.
tathetsfunktion) f,,(x,y).

Var for sig kan X och Y ha sina resp.
utfallsrum, sag Q, resp. Q,

Men det simultana utfallsrummet
Q,, behover inte nédvandigtvis
vara "produkten” av dessa.

Dvs. det kan finnas kombinationer
av utfall for X och Y som inte kan
intraffa.

10
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Exempel 2

Antag att X och Y ar diskreta och att
fivx,y) kan beskrivas enligt:

y 1 2 3
0,1 0 0
01 01 0
01 01 01
01 01 01 01

o O OoO|hs

2 W N P |~

Var for sig ser man att X och Y har
samma utfallsrum {1,2,3,4} men att
flera kombinationer har noll i sannolik-

het att intraffa, dvs. de ingdr inte i Q,, .

Tex.f,(4,3)=0

Marginalfordelningar

Ofta ar man intresserad av att titta
pa en av de tva s.v. och se hur den
ar fordelad for sig.

Vi berdknar da marginalférdel-
ningarna enligt:

filx)=2 £, ()

jeQ,

£ W)=Y £, x)

xeQ,

Dvs. fér att fa den ena summerar man
éver den andra.

Exempel 2, forts.

Summera sannolikheterna radvis resp.
kolumnvis:

x\y| 1 2 3 4 b3
1 (01 0 |01
2 0,1 0,1 0 0 0,2
3 /o1 01 01 O |03
4 01 01 01 01|04
2 04 03 02 01 1

Pa nedersta raden har vi
marginalfér-delningen for Y och i sista
kolumnen den for X.

Exempel 1, forts.

e Xoch Y ar diskreta s.v. dar

flxy) = x/40,
Q,=0,={1,2,3,4}

X X < X X
fX(X)= _—— 1:—-4:—
40 4033 40 10

y=1

1
x=—'10=1
4

fY(y)= — = 40

4 X 1 4
x=1 40 E j=1

11



2012-09-24

Exempel 1, forts.

* fulxy) = 6e3x,

xoch y € (0,o0)

filx) = 3e¥,
x € (0,°0)

fY(y) = ze-zyr
y € (0,%°)

Betingade fordelningar

Pa samma satt som vi kunde be-
tinga pa en handelse nar vi berak-
nade sannolikheten for en annan
handelse kan vi manipulera en
simultanfordelning for att fa en
betingad férdelning.

fx|Y(X|y):P(X:X| Y=y)=

_PX=xY=y)_fuxy)
P(Y =y) £ y)

Exempel 2, forts.

Ta fram de betingade férdelningarna for
X givet att Y =3 och for Y givet att X =3:

x\y|] 1 2 3 2

4
00 0 0 0 |01
0
0

01 01 O 0,2
01 01 01 0,3
01 01 01 01|04
04 03 02 01| 1

MDD W N |~

fuvix13) =0,10/0,20 = 1/2 for x € {3,4}

fuxly13)=0,10/0,30 = 1/3 for x € {1,2,3}

Exempel 1, forts.

e Xoch Y ar diskreta s.v. dar

flxy) = x/40,
Q,=0,={1,2,3,4}

folxy) _x/40 _ x.
5 ly) 1/4 10

fx|y(X|y):

fuloy) x40 1
O f(X)  x/10 4

fy|x(y|X)

12
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A’e,oetif,-o”
Oberoende Oberoende s.v.
Tva s.v. ar oberoende om Tva s.v. ar oberoende omm
P(A | B) = P(A) Fax1y) = (x)
Och omvant, om A och B ar oberoe- leX(y|X) =£,(y)
nde sa ar P(A | B) = P(A).
Om A och B &r oberoende sa inses Om X och Y ar oberoende sa inses
att féljande galler: att féljande galler:
P(A N B) = P(A)-P(B) Fir%y) = fx)-fly)
Betingade vantevarden Exempel 2, forts.
Nar man har den betingade for- Vi hade fy,,(x|3) = 1/2 for x € {3,4}
delningen sa kan vi ta fram det
betingade vantevardet och den x\y|]1 2 3 4 =
betingade variansen. 1 )01 0 |01
2 /o1 01 0 o0 |02
3 /o1 01 01 o0 |03
Betrakta fy,(x|y) resp. fyx(y|x) 2 o1 01 01 o1lo4
som en vanlig frekvens- alt. tat- . 0’4 0’3 0’2 0’1 1
hetsfunktion och rikna pa som —
“vanligt”. E(X|Y=3)=%-3+%4=35
E(X?|Y=3)=%-32+%-42=12,5
Obs! Kontrollera att du har koll pé V(X|Y=3) = E(X?| Y=3) — E(X| Y=3)* =
det betingade utfallsrummet! =12,5-12,25=0,25

13
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En rakneregel till

Antag att X och Yars.v. och g, b och c ar
konstanter.

E(aX+ bY +c) = aE(X) + bE(Y) + ¢

V(aX + bY + ¢) = a?V(X) + b2V(Y)
+2abCov(X,Y)

Om X och Y ar oberoende galler

V(aX + bY + ¢) = a?V(X) + b2V(Y)

Mata samband

| praktiken kan man observera att X och
Y tycks samvariera.

Nar X okar sa 6kar aven Y och narY
minskar sa& minskar dven X.

Ibland kan det vara omvant, dvs. att nar
den ena okar sa minskar den andra.

y

‘e
20 "
% o

K M

5
e

Kovarians 1

Ett matt for beskriva hur Xoch Y
samvarierar. Betrakta en ny s.v.

C=(X—py)(Y—ny)
dar
My =E(X) och p,=E(Y)

Se resonemanget i avsnitt 6.7 sid
28 i Nyquist. Vad kan vi forvéiinta
oss for beteende hos C for olika
avstand mellan X och Y och deras
resp. vantevdrden?

Kovarians 2

Vi definierar kovariansen mellan X
och Y som vantevardet av C:

Cov(X,Y) = E(C) =
= E[(X =) (Y-py)] =
= E[(XY = lyY = X + iy ]
= E(XY) = iyE(Y) = yE(X) + pymy
= E(XY) = MyMy — Hyby + Hykty
= E(XY) = pyity
dar
Hy=E(X) och uy,=E(Y)

14
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Kovarians 3

Vantevardet av produkten XY
maste raknas fram:

EXY)=D D> xy-f,(xy)

xeQy yeQ),

Exempel 2, forts.

x\y| 1 2 4 b3
1 0,1 0 |01
2 01 0,1 0 |02
3 01 01 01 0 |03
4 01 01 01 01|04
b3 04 03 02 01 1

+41+42+43+44)0,1=65

E(X)=1-0,1+2:0,2+3:0,3+4:0,4=3
E(Y) = 1014 + 20,3 + 30,2 + 40,1 =2

Cov(X,Y)=6,5-3-2=0,5 < Ppositivt tal
Tolka!

F9 forts. Kap 6 + 7

* Lite repetition + lite utveckling av

— Kovarianser och linjéra samband

e Sedan ...

— Korrelation

e Och sedan ...

— Ndgra viktiga familjer av diskreta
férdelningar

Repetifl'o”

Kovarians

Kovariansen mellan X och Y
definieras som vantevardet:

Cov(X,Y) =
= E[(X = py)- (Y — 1)) =
= E[(XY = lyY = X + iy ]
= E(XY) = iyE(Y) = yE(X) + pymy
= E(XY) = MyMy — Hyby + Hykty
= E(XY) — pyHy
dar
Hy=E(X) och uy,=E(Y)

15
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Kovarians

Vantevardet av produkten XY
maste raknas fram:

EXY)=D D> xy-f,(xy)
xeQy yeQ,
x\y| 1 2 3 4 z
1 101 O 0 0 |01
2 /01 01 O 0 |02
3 /01 01 01 O |03
4 (o1 01 01 01|04
f |04 03 02 01| 1

E(XY)=(11+2:1+22+31+32+33

+41+42+43+44)0,1=6,5

Korrelation

Kovariansen ar ett matt pa det
linjdra sambandet mellan tva s.v.
sag X och Y, hur de samvarierar.

Men vardet beror pa med vilken
skala man har matt X resp. Y.

Om bade X och Y antar stora (ab-
soluta) varden kommer kovarian-
sen ocksa vara "stor”.

Precis som deras resp. varianser
kommer att vara “stora”.

Antag tva par av s.v. (X,Y) och (S,7)

Antag att

Cov(X,Y) = 2 och Cov(S,T) = 10

Det ar inte meningsfullt att jam-
fora dessa rakt av utan att samti-
digt ta hansyn till deras respektive

varianser.

Exempel

Korrelation

Korrelationen:

ett standardiserat matt pa det lin-
jdra sambandet mellan tva s.v. sag
Xoch Y, dvs. hur de samvarierar
linjéirt.

Definition:

Cov(X Y)

W) - vix)

P,y =Corr(XY)=

16
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Exempel, forts.

Antag tva par av s.v. (X,Y) och (§,7)

Cov(X,V)=2, WV(X)=V(V)=2

- Verifiera att p,, =2/2=1

Cov(S,T)=10, V(S)=16, V(T) = 64

- Verifiera att p,, = 10/32 = 0,625

Det ar ett starkare linjart samband
mellan X och Yan mellanSoch T.

Repes Ttiop,

En rakneregel till

Antag att X och Yars.v. och a, b och car
konstanter.

E(aX+bY +e)=aE(X)+bE(Y)+c
V(aX + bY + e) = a?V(X) + b2V(Y)
om de dr oberoende. Annars galler

V(aX + bY + e) = a?V(X) + b2V(Y)
+2abCov(X,Y)

Alltsa ...

.om

X och Y oberoende = Cov(X,Y)=0

Men det omvanda galler inte
nodvandigtvis

Cov(X,Y)=0 # Xoch Y oberoende

Finns manga exempel ddr X och Y
ar beroende men dar Cov(X,Y) =0.

Linjara kombinationer

Antag tva s.v. X och Y. och tva konstan-
ter a och b. Skapelser av typen

Z=aX+bY
Kallas en linjér kombination av X och Y.

Om vi sag fixerar virdet pa den ena av X
och Y, sag Y =y, och skriver by =csa
kan sambandet mellan X och Z skrivas

Z=aX+c

dvs. ekvationen fér en ridit linje.

(Z=aX+ bY dr ett plan i det 3-dimensionella rummet)

17
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Kap 7. Nagra vanliga
diskreta fordelningar

Bernoulli fordelningen:

Ett Bernoulli forsok definieras som
ett experiment med tva majliga
utfall:

"Lyckat” =1
"Ej lyckat” =0

Sannolikhetsfunktion:
P("lyckat”)=P(Z=1)=p
P("ejlyckat”)=P(Z=0)=1-p

Bernoulli

Alt. om Z ar Bernoulli fordelad kan
vi skriva sannolikhetsfunktion:

fz(z) = p?(1-p)*? f Parameter
forz=0,1ochdar0O<p<1.

Vantevarde och varians:

E(Z) = 0-p%(1-p)*° + 1-p*(1-p)** = p

E(Z%) = 0%p°(1-p)+0+1%pY(1-p)tt=p
V(Z) = E(Z%) - E(2)* = p— p? = p(1-p)

Familjer av férdelningar

En fordel med att beskriva en s.v. med en
standardférdelning (el. familj av fordeln.)
ar att vi kan beskriva egenskaperna utan
att i forvag ha bestamt alla detaljerna.

(AlltsG, utéver att de dr vettiga modeller
foér att beskriva ganska vanlig situationer)

Genom att beskriva dem i allmanna
termer med hjalp av s.k. parametrar sa
kan vi pa forhand saga nagot om dem,
t.ex. vantevarde och varians.

Vantevarde och varians blir da (enkla)
funktioner av dessa parametrar

Binomialférdelningen 1

Antag en sekvens av n stycken
oberoende Bernoulli forsok,

(Z,, 2y oy Z,)

Definiera X = Z.Z, = "antalet lyckade
utfall”.

Utfallsrummet: av n forsok kan man
fa 0,1,...,n lyckade.

Vad ar sannolikheten att fa X = x?

18
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Binomialfordelningen 2

Eftersom Bernoulliférsoken ar obe-
roende kan vi skriva sannolikheten
for varje given sekvens (z,, z,, ..., z,,)

fA2) fAZ) ... fAz,)

Eller, om det nu blev x stycken ettor
och darmed n-y nollor

(p*(1-p) )% (pO(1-p)+0)"
= p*(1-p)™

(det spelar ju ingen roll i vilken ordning vi multiplicerar)

Binomialfordelningen 3

Men hur manga sekvenser har exakt x
stycken ettor och (n-x) nollor?

Vi ska valja ut x stycken experiment av
n, utan aterldggning, dar det blev en 1:a.

Kan goras pa hur manga satt?

)

Och eftersom alla mojliga sekvenser ar
sinsemellan disjunkta adderas sannolik-
heterna.

Binomialfordelningen 4

e Parametrar
Vi skriver X~Bin(n,p) el. X € Bin(n,p)

Frekvensfunktion:
n X n-x
fi(x) =( j-p (1-p)
X

forx=0,1,..,nochdarO0<p<1och
n ar ett heltal > 0.

Vantevarde: E(X)=np
Varians: V(X) = np(1-p)
(verkar det vettigt?)

Binomialfordelningen 4

Istallet for att berdakna sannolik-
heterna anvands ofta en fardig
tabell, typiskt med P(X < x).

Men sadan tar typiskt inte med alla

varden pa p, typiskt upp till p = 0,50
i steg om 0,05.

Skapa da Y = "antal e] lyckade” = n-X
Y ar da ocksa binomialférdelad men
med sannolikhet 1 — p isf p.

P(X < x) = P(Y > n-x) = 1-P(Y < n-x-1)

19



2012-09-24

Exempel

L&t X~Bin(10;0,7)
Berdkna P(X<4)=P(X<5)

Definiera: Y=10-X; X=10-Y
Y~Bin(10;0,3)

P(X < 4)=P(Y>10-4) = P(Y 2 6) =
=1-P(Y<6)=1-P(Y<5)

= [avldst i tabell]
=1-0,95265 = 0,04735

Multinomialférdelning

Utokning av binomialférdelningen.

Istallet for tva majliga utfall har man
sag C stycken (disjunkta) mojliga
utfall.

Y; = antal forsok med utfall

Sannolikheten for utfall j i ett enskilt
forsok ar p; ochj=1,2,..,C

C C
Sren Spe

j=1 j=1
Obs! Fel pa sidan 11

Poissonfordelningen 1

Lat X~Bin(n,p) och latn - =2 ochp - 0
pa ett sadant satt att np = A, en konstant,
dvs. p=A/n.

Nar n — oo blir binomialférdelningen en
Poissonférdelning:

X

X~Po)  fux)=" e
x!

forx=0,1,2,...och dar A > 0.
Véantevarde: E(X)=A

Varians: V(X)=A

Approximera Bin med Po

Resonemanget var att om n var
stort och p litet sa "blev” det en
Poissonfordelning av en Binomial.

* En Poisson ar enklare att anvanda
berakningsmassigt.

* Eller om Binomialtabellen inte har
storre varden an sagn =19

Alltsa, om n (= 20) ar stort och p
litet (£ 0,1) satt A = np och anvand
Poisson.
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Exempel

L&t X~Bin(100;0,05)
Berdkna P(X < 4)

Satt A = np =5 och anvand Po(5)

P(X <4)=P(X=0) + P(X=1) + P(X=2)
+ P(X=3) + P(X=4)
0 1 2 3 4
:5—6'5 +5—e'5 +5—e'5 +5—e'5 +5—e'5
o 1 200 T3 a

52 5 5
=e”| 1+5+—+—+— [~ 0,4405
2 6 24

Obs! Rékna exakt med Binomial ger 0,4360;
ett fel pa 0,0045 eller ca 1 %

2012-09-24
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